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A.1. Diffusion au sein d’une seule couche 
 
Nous allons traiter la diffusion d’une espèce à travers une couche (Figure A1-1).  Nous allons 
distinguer le cas où l’espèce  est produite et évacuée du composant (H20 pour la pile à 
combustible, H2 et 02 pour l’électrolyseur), de celui où l’espèce est amenée et consommée au 
sein du composant (H2 et 02 pour la pile à combustible, H20 pour l’électrolyseur). 
 
 
Figure A1-1 : Conventions et notation adoptées pour l’étude de la diffusion à travers une 
couche 
 
Pour chaque espèce, nous pouvons appliquer la loi de Fick en ne considérant qu’une diffusion 
dans une seule direction (axe [0X,Y,     ) perpendiculaire à la surface du  composant) : 
 
     
  
     
          
(A1-1) 
 
             
  
     
                
   
 (A1-2) 
 
Où : 
-              est la concentration de l’espèce X ou Y (mol/m3) en       et au temps   . 
-     
    est le coefficient de diffusion effectif de l’espèce X ou Y dans la zone A ou la zone B 
(m²/s). « Effectif » signifie en tenant compte de la circulation d’espèces en sens opposé. 
-      est la coordonnée (m) sur l’axe [0X,Y,     ). 
-   : temps (s). 
 
En se plaçant en régime (quasi)stationnaire, c’est-à-dire : 
             
  
                
               
   
   (A1-3) 
 
 
Nous obtenons intermédiairement : 
eq
Xc
I=0

0X
0Y
cat
YC
Y
cat
XC
X
xX
xY
)( XX xC )( YY xC
X: espèce 
produite et 
évacuée
Y: espèce 
amenée et 
consommée
eq
Yc
|I|
|I|
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 (    
             )
  
        
|     |
 
  
    | |
   
 
(A1-4) 
 
 
Où : 
-       est le débit molaire de l’espèce X ou Y (mol/s). 
-   est le courant du composant (A). 
-      est le coefficient stœchiométrique de l’espèce X ou Y                    
 
 
  . 
- S est la surface du composant (m²) 
- F est constante de Faraday (96485 C/mol). 
 
Pour obtenir finalement : 
 
    (    )   
    | |
       
              (A1-5) 
 
 
Cette formule est générale et peut être appliquée à chaque espèce. 
 
A.1.1. 1er cas : espèces produites et évacuées du composant (H2 et 
O2 pour l’électrolyseur ; H2O pour la pile à combustible) 
 
 
Figure A1-2 : Conventions et notation adoptées pour une espèce X produite et évacuée 
du composant à travers une couche 
 
La formule générale (A1-5) est applicable pour ce premier cas d’étude. Nous l’appliquons ici 
à l’espèce X : 
 
       
  | |
     
           
(A1-6) 
 
L’origine de l’axe [Ox) est prise au niveau du lieu où l’espèce est produite. 
eq
Xc
|I|
cat
XC
I=0

X
0 x
)(xCX
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Comme l’espèce est produite au sein du composant, nous avons forcément : 
        
   (A1-7) 
 
La valeur de la constante cste2 est donnée par la condition aux limites : 
 
        
    
  | |
     
           
(A1-8) 
 
 
Soit : 
 
       
  | |
     
           
   (A1-9) 
 
 
On en déduit la valeur de la concentration en x=0 lieu où l’espèce est produite : 
 
      
   
     
   
| |    
     
    (A1-10) 
 
 
Soit : 
 
  
   
  
     
   
     
     
  
| |     
| |
     
 (A1-11) 
 
      
     
     
  
   
 (A1-12) 
 
 
A.1.2. 2ème cas : espèces amenées et consommées au sein du composant 
(H20 pour l’électrolyseur ; H2 et 02 pour la pile à combustible) 
 
 
Figure A1-3 : Conventions et notation adoptées pour une espèce Y amenée et 
consommée au sein du composant à travers une couche 
 
La formule générale (A1-5)  est applicable pour ce deuxième cas d’étude. Nous l’appliquons 
eq
YcI=0

0x
)(xCY
|I|
cat
YC
Y
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ici à l’espèce Y : 
 
       
  | |
     
           
(A1-13) 
 
 
L’origine de l’axe [Ox) est prise au niveau du lieu où l’espèce entre dans le composant. 
 
Comme l’espèce est introduite au sein du composant, nous avons forcément : 
        
   (A1-14) 
 
La valeur de la constante cste2 est donnée par la condition aux limites en x=0 : 
 
        
         (A1-15) 
 
 
Soit : 
 
       
  | |
     
       
   (A1-16) 
 
 
On en déduit la valeur de la concentration en x=δ au lieu où l’espèce est consommée : 
 
       
   
     
   
| |    
     
    (A1-17) 
 
 
Soit : 
 
  
   
  
     
   
     
     
  
| |     
| |
     
 (A1-18) 
 
      
     
     
  
   
 (A1-19) 
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A.2. Diffusion au sein de deux couches 
 
Nous allons traiter la diffusion d’une espèce dans deux couches successives notées « zone A » 
et « zone B » (Figure A1-4).  Nous allons distinguer le cas où l’espèce est produite et évacuée 
du composant (H20 pour la pile à combustible, H2 et 02 pour l’électrolyseur), de celui où 
l’espèce est amenée et consommée au sein du composant (H2 et 02 pour la pile à combustible, 
H20 pour l’électrolyseur). La zone A correspond a priori à la couche active, et la zone B a 
priori à une zone diffusive pure. 
 
 
Figure A1-4 : Conventions et notation adoptées pour l’étude de la diffusion à travers 
deux couches 
 
Pour chaque espèce et chaque zone, nous pouvons appliquer la loi de Fick en ne considérant 
qu’une diffusion dans une seule direction (axe [0X,Y,     ) perpendiculaire à la surface du  
composant) : 
 
     
  
     
         
(A1-20) 
 
             
  
     
                
   
 (A1-21) 
 
Où : 
-              est la concentration de l’espèce X ou Y (mol/m3) en       et au temps   . 
-     
   est le coefficient de diffusion effectif de l’espèce X ou Y dans la zone A ou la zone B 
(m²/s). Dans la suite, ce coefficient prendra les notations    
   ,    
   ,    
    et    
    pour 
bien attirer l’attention de lecteur qu’il s’agit d’un coefficient effectif (c’est-à-dire tenant 
compte de la circulation d’espèces en sens opposé). 
-      est la coordonnée (m) sur l’axe [0X,Y,     ). 
-   : temps (s). 
 
eq
Xc
I=0
A B
0X
0Y
cat
YC
int
Yc
Y
int
Xc
cat
XC
X
xX
xY
)( XX xC )( YY xC
X: espèce 
produite et 
évacuée
Y: espèce 
amenée et 
consommée
eq
Yc
|I|
|I|
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En se plaçant en régime (quasi)stationnaire, c’est-à-dire : 
             
  
                
              
   
   (A1-22) 
 
Nous obtenons intermédiairement : 
 
 (    
            )
  
        
|     |
 
  
    | |
   
 
(A1-23) 
 
 
Où : 
-       est le débit molaire de l’espèce X ou Y (mol/s). 
-   est le courant du composant (A). 
-      est le coefficient stœchiométrique de l’espèce X ou Y                    
 
 
  . 
- S est la surface du composant (m²) 
- F est constante de Faraday (96485 C/mol). 
 
Pour obtenir finalement : 
 
    (    )   
    | |
       
             (A1-24) 
 
 
Cette formule est générale et peut être appliquée à chaque espèce et dans chaque zone. 
 
 
A.2.1. 1er cas : espèces produites et évacuées du composant (H2 et 
O2 pour l’électrolyseur ; H2O pour la pile à combustible) 
 
 
 
Figure A1-5 : Conventions et notation adoptées pour une espèce X produite et évacuée 
du composant à travers deux couches 
eq
Xc
|I|
cat
XC int
Xc
I=0
A B

X
01 02 x1, x2
)( 1xCX )( 2xCX
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La formule générale (A1-24) est applicable pour ce premier cas d’étude. Nous l’appliquons ici 
à l’espèce X : 
 
       
  | |
     
          
(A1-25) 
 
 
Nous supposons qu’il y a continuité des flux de l’espèce entre les deux couches : 
|   |  |   |  
  | |
   
 (A1-26) 
 
 
 
1ère couche dans le sens du déplacement de l’espèce X (zone A) : 
 
L’origine de l’axe [O1x1) de cette couche est prise au niveau du lieu où l’espèce est produite. 
 
Comme l’espèce est produite au sein du composant, nous avons forcément : 
         
    (A1-27) 
 
La valeur de la constante cste21 est donnée par : 
 
         
     
  | |
      
             
(A1-28) 
 
 
Soit : 
 
        
  | |
      
             
    (A1-29) 
 
 
On en déduit la valeur de la concentration en x1=0 lieu où l’espèce est produite : 
 
      
    
      
   
| |    
      
    (A1-30) 
 
 
Soit : 
 
  
   
  
   
   
    
      
     
   
| |     
| |
      
 (A1-31) 
 
       
      
     
   
    
 (A1-32) 
 
 
 
2ème couche dans le sens du déplacement de l’espèce X (zone B) : 
 
Pour plus de facilité, on redéfinit l’origine de l’axe [O2x2) de cette couche au niveau de 
l’interface couche 1/ couche2 : 
 
               
    (A1-33) 
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On a alors : 
 
        
  | |
      
        
    (A1-34) 
 
 
On en déduit la valeur de la concentration en x2=δB en application la condition aux limites : 
 
        
    
      
   
| |    
      
   (A1-35) 
 
 
Soit : 
 
  
   
      
 
  
   
  
     
    
      
     
  | |     
| |
      
 (A1-36) 
 
       
      
     
  
    
 (A1-37) 
 
 
 
Explicitation du couplage 1ère couche/ 2ème couche : 
 
La chute de concentration est complètement calculable dans la deuxième couche, en revanche, 
elle ne l’est pas dans la première couche car elle dépend de la concentration à l’interface des 
couches. Il nous faut en fait injecter   
    donnée par la résolution dans la deuxième couche 
dans la résolution de la première couche. 
 
De la résolution dans la deuxième couche (A1-36), nous tirons    
    : 
 
  
      
  (  
    
      
     
  | |) (A1-38) 
 
  
Que nous allons injecter dans la résolution de la première couche (A1-31) que nous 
rappelons : 
 
  
   
  
   
   
    
      
     
   
| | (A1-39) 
 
 
L’injection donne : 
 
  
   
  
   
   
    
      
     
  (  
    
      
     
  | |)
| | (A1-40) 
 
 
En posant : 
 
      
    
      
     
  
    
 (A1-41) 
 
 
Et en réutilisant les notations posées par (A1-32) et (A1-37), l’expression (A1-40) devient : 
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| |
      
   (  
| |
      
)
   
| |
      
 
(A1-42) 
 
 
Le terme « pur » se veut désigner le résultat qui aurait été obtenu s’il n’y avait eu que la 
première couche. Cette expression est naturellement formellement identique à celle de         
obtenue dans la résolution de la première couche qui devient : 
 
             
   (  
| |
      
) (A1-43) 
 
 
Le courant limite de diffusion de la première couche dépend du courant limite de diffusion de 
la deuxième couche et du point de fonctionnement. 
 
 
Bilan pour les espèces produites et évacuées du composant : 
 
1ère couche dans le sens du déplacement de l’espèce X (zone A) : 
 
  
   
  
   
    
| |
      
 (A1-44) 
 
 
 
2ème couche dans le sens du déplacement de l’espèce X (zone B) : 
 
  
   
  
      
| |
      
 (A1-45) 
 
 
 Avec : 
             
   (  
| |
      
) (A1-46) 
 
  
      
    
      
     
  
    
 (A1-47) 
 
 
       
      
     
  
    
 (A1-48) 
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A.2.2. 2ème cas : espèces amenées et consommées au sein du composant (H20 
pour l’électrolyseur ; H2 et 02 pour la pile à combustible) 
 
 
Figure A1-6 : Conventions et notation adoptées pour une espèce Y amenée et 
consommée au sein du composant à travers deux couches 
 
La formule générale (A1-24) est applicable pour ce deuxième cas d’étude. Nous l’appliquons 
ici à l’espèce Y : 
 
       
  | |
     
          
(A1-49) 
 
 
Nous supposons qu’il y a continuité des flux de l’espèce entre les deux couches : 
|   |  |   |  
  | |
   
 (A1-50) 
 
 
 
1ère couche dans le sens du déplacement de l’espèce Y (zone B) : 
 
L’origine de l’axe [O1x1) de cette couche est prise au niveau du lieu où l’espèce entre dans le 
composant. 
 
Comme l’espèce est introduite au sein du composant, nous avons forcément : 
         
    (A1-51) 
 
La valeur de la constante cste21 est donnée par la condition aux limites en x1=0 : 
 
eq
YcI=0
A B

0102x1, x2
)( 1xCY)( 2xCY
|I|
cat
YC
int
Yc
Y
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          (A1-52) 
 
 
Soit : 
 
        
  | |
      
        
   (A1-53) 
 
 
On en déduit la valeur de la concentration en x1=δB à l’interface des deux couches : 
 
        
    
      
   
| |    
     
    (A1-54) 
 
 
Soit : 
 
  
   
  
     
    
      
     
  | |     
| |
      
 (A1-55) 
 
       
      
     
  
    
 (A1-56) 
 
 
 
2ème couche dans le sens du déplacement de l’espèce Y (zone A) : 
 
Pour plus de facilité, on redéfinit l’origine de l’axe [O2x2) de cette couche au niveau de 
l’interface couche 1/ couche2 : 
 
               
    (A1-57) 
 
On a alors : 
 
        
  | |
      
        
    (A1-58) 
 
 
On en déduit la valeur de la concentration en x2=δA  lieu où sera consommée l’espèce : 
 
        
    
      
   
| |    
      
    (A1-59) 
 
 
Soit : 
 
      
  
   
 
  
   
  
   
   
    
      
     
   
| |     
| |
      
 (A1-60) 
 
       
      
     
   
    
 (A1-61) 
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Explicitation du couplage 1ère couche/ 2ème couche : 
 
La chute de concentration est complètement calculable dans la première couche, en revanche, 
elle ne l’est pas dans la deuxième couche car elle dépend de la concentration à l’interface des 
couches. Il nous faut en fait injecter   
    donnée par la résolution dans la première couche 
dans la résolution de la deuxième couche. 
 
De la résolution dans la première couche (A1-55), nous tirons    
    : 
 
  
      
  (  
    
      
     
  | |) (A1-62) 
 
  
Que nous allons injecter dans la résolution de la deuxième couche (A1-60) que nous 
rappelons : 
 
  
   
  
   
   
    
      
     
   
| | (A1-63) 
 
 
L’injection donne : 
 
  
   
  
   
   
    
      
     
  (  
    
      
     
  | |)
| | (A1-64) 
 
 
En posant comme pour le premier cas (A.1.) : 
 
      
    
       
     
  
    
 (A1-65) 
 
 
Et en réutilisant les notations posées par (A1-56) et (A1-61), l’expression (A1-64) devient : 
 
  
   
  
   
   
| |
      
   (  
| |
      
)
   
| |
      
 
(A1-66) 
 
 
Le terme « pur » se veut désigner le résultat qui aurait été obtenu s’il n’y avait eu que la 
deuxième couche. Cette expression est naturellement formellement identique à celle de  
       obtenue dans la résolution de la deuxième couche qui devient : 
 
             
   (  
| |
      
) (A1-67) 
 
 
Le courant limite de diffusion de la deuxième couche dépend du courant limite de diffusion de 
la première couche et du point de fonctionnement. 
 
Signalons que ce résultat (A1-67), déjà obtenu dans [FON-2005], a été remis en cause à tort 
dans [PHL-2009]. 
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Bilan pour les espèces amenées et consommées au sein du composant : 
 
1ère couche dans le sens du déplacement de l’espèce Y (zone B) : 
 
  
   
  
      
| |
      
 (A1-68) 
 
 
2ème couche dans le sens du déplacement de l’espèce Y (zone A) : 
 
  
   
  
   
   
| |
      
 (A1-69) 
 
 
 Avec : 
             
   (  
| |
      
) (A1-70) 
 
 
      
    
      
     
  
    
 (A1-71) 
 
 
       
      
     
  
    
 (A1-72) 
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A.3. Du transport des protons 
 
La Figure A1-7 propose la vision que nous avons à ce jour du transport des protons au sein 
d’un électrolyseur et d’une pile à combustible. La réalité est bien entendu plus complexe. 
 
  
Figure A1-7 : Profils de concentration des protons au sein du composant  
 
Les protons sont synthétisés au niveau des sites catalytiques dans la couche active d’une 
électrode, ensuite transportés dans l’interface électrode/électrolyte, puis transportés dans la 
membrane, pour enfin être transportés au sein de l’autre interface électrode/électrolyte et 
rejoindre les sites catalytiques de la couche active de l’autre électrode et être consommés.  
 
Le transport dans la membrane se traduit au niveau de la tension aux bornes du composant par 
une chute de tension (PAC) ou une surtension (ELYZ) : 
 
                      (A1-73) 
 
Où : 
- Rmembrane est la résistance de la membrane à la conduction protonique (Ω) 
Membrane
eq
H
c 
H+
ELYZ 
(I<0)
|I| |I|
PAC 
(I>0)
H+
H+ H+
p
ro
d
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n
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m
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|I| |I|
A
A
ELYZcat
H
c ,
ELYZmem
H
c ,
ELYZcat
H
c ,
ELYZmem
H
c ,
PACcat
H
c ,
PACmem
H
c ,
PACcat
H
c ,
PACmem
H
c ,
mem
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- I est le courant du composant (positif en PAC ; négatif en ELYZ) 
 
Au moins pour la pile à combustible, plusieurs travaux comme [THA-2000] approchent le 
calcul théorique de Rmembrane par une approche du transport des protons au sein de la 
membrane en fonction de la quantité d’eau en son sein en prenant en compte la rétrodiffusion 
de l’eau (de l'électrode positive vers l’électrode négative) et le phénomène d’électro-osmose 
(les protons  entraînent des molécules d’eau dans leur sillage de l’électrode négative vers 
l’électrode positive).  
Nous n’avons pas connaissance de tels travaux dans le cas de l’électrolyseur. Le phénomène 
d’électro-osmose est inversé : de l’électrode positive vers l’électrode négative. La 
rétrodiffusion est plus délicate à appréhender puisqu’elle dépend de comment est mis en 
œuvre l’électrolyseur (eau-eau à chaque électrode ou H2-eau). 
 
 
Dans les zones interfaciales électrode/électrolyte, le transport des protons va se faire dans 
l’eau. 
 
Comme cela est bien rappelé dans [ZEI-2011], le transport des protons dans l’eau est un 
mécanisme très complexe. Ils ne se déplacent pas dans l’eau liquide comme les autres ions. 
Leur vitesse de déplacement est  anormalement plus élevée dans l’eau.  
 
Le « mécanisme de Grothuss », qui semble avoir évolué depuis sa formulation initiale par 
Theodor Grothuss en 1806, en propose une explication complexe que l’on résumera de 
manière très approximative en reprenant la description faite dans [ZEI-2011] : un proton 
s'associe à une molécule d'eau pour former un ion hydronium H3O
+. En « s'appropriant » une 
des deux liaisons hydrogène de l'atome d'oxygène de cette molécule d'eau, le proton en chasse 
un autre. Celui-ci va alors devoir s'associer à une autre molécule d'eau, très proche dans un 
liquide, sur laquelle il va provoquer le même mécanisme. Le proton semble ainsi « sauter » 
instantanément d'une molécule à l'autre, et son « déplacement » d'un point à un autre point du 
liquide est très rapide. Ce saut est souvent décrit comme un saut quantique, par effet tunnel, 
du proton.  
 
Cette théorie est très complexe et peu adaptée à notre besoin.  
 
Comme cela a été fait dans [ZEI-2011] inspiré par [WAN-2007], il est possible d’approximer 
le comportement du proton à celui d’un ion standard en utilisant l'équation de Nernst-
Planck qui s’est s’exprime en monodimensionnel : 
 
    
  
  
  
    
  
(
    
  
    
 
  
  
  
) (A1-74) 
 
 
Où : 
-      la concentration en protons en x à l’instant t (mol/m
3) 
-     ⁄  est la variation de potentiel le long du chemin que devra emprunter le proton dans 
l'eau liquide (V/m). 
-   
  
    est le coefficient de diffusion effectif des protons (m²/s). 
- R et F respectivement les constantes des gaz parfaits et de Faraday.  
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- T la température du composant (K). 
- t le temps (s). 
 
L’équation de Nernst-Planck suppose deux mécanismes de transport : la diffusion par gradient 
de concentration et la migration par gradient de potentiels. 
 
Dans nos travaux, tout comme dans ceux de [ZEI-2011] qui se sont déroulés en parallèle, 
nous ferons l’hypothèse que seul le mécanisme de diffusion intervient dans le transport des 
protons dans les zones interfaciales électrode/électrolyte A+ et A- : 
 
    
  
    
         
   
 (A1-75) 
 
 
 
Au sein de la membrane, nous proposons, dans une vision simplifiée, d’aborder 
également le transport des protons avec la même approche que pour les zones 
interfaciales électrode/électrolyte, en supposant que le coefficient de diffusion effectif au 
sein de la membrane rend compte de l’état hydrique de la membrane, de la rétrodiffusion et de 
l’électro-osmose : 
 
    
  
    
        
   
 (A1-76) 
 
 
Observons à nouveau la Figure A1-7. Nous constatons que nous avons scindé la membrane en 
deux zones MEM+ et MEM- symétriques. Ainsi, pour l’électrolyseur par exemple, nous 
pouvons alors appliquer la même démarche qu’au A.2, plus exactement celle de A.2.1 
pour les zones A+ et MEM+ où les protons sont en excès par rapport à la concentration 
d’équilibre, et celle de A.2.2 pour les zones A- et MEM- où les protons sont en défaut par 
rapport à la concentration d’équilibre. Pour la pile à combustible, les rôles sont inversés entre 
les zones  A+ et MEM+ et les zones A- et MEM-. 
 
Cas de l’électrolyseur (     ) : 
 
En décomposant les quatre zones, nous obtenons : 
 
   
        
   
         
   
        
   
        
   
        
 
  
  
 
  
  
   
        
   
        
   
         
(A1-77) 
 
 
   
        
   
         (   
| |
      
     )(   
| |
       
   )(   
| |
       
   )(   
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     ) 
(A1-78) 
 
 
Avec : 
    
  
      
      
      
  
  
      
(  
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   ) 
(A1-79) 
 
    
  
      
      
      
  
  
      
(  
| |
       
   ) 
(A1-80) 
 
    
  
    
      
    
  
  
       
 (A1-81) 
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Rem 1 : dans les formules (A1-79) et (A1-80), le « 2 » du produit      
  
    provient du fait que 
la diffusion s’opère sur        dans chacune des zones MEM
+ et MEM- et non sur      
pour laquelle     
  
    est défini. 
 
Rem 2 :  
  
   va rester a priori constante car il y a toujours consommation de tous les protons 
qui sont produits. C’est une valeur peu évoquée dans la littérature [ZEI-2011]. 
 
Cas de la pile à combustible (     ) : 
 
En décomposant les quatre zones, nous obtenons : 
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 (A1-86) 
 
 
Rem : voir remarques du cas électrolyseur. 
 
 
Les formules obtenues (A1-78) et (A1-83) sont complexes… même dans une approche 
simplifiée. Nous proposons dans la suite nos réflexions pour tenter de simplifier ces résultats. 
 
Simplification pour la pile à combustible : 
 
Dans [ZEI-2011] qui étudiait une micro pile à combustible H2/air (respiration), il avait été 
considéré que la zone où le transport des protons était susceptible de rencontrer des difficultés 
était la zone A+ (couche active de l’électrode positive). En effet, le risque d’assèchement, dû à 
une atmosphère ambiante asséchante, touchait en premier lieu cette électrode. Ainsi, la loi 
retenue était du type : 
 
   
   
 
  
          
| |
      
    
(A1-87) 
 
 
C’est au final la vision d’une limitation potentielle dans l’approvisionnement en « protons 
réactifs » qui avait été retenue. 
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Simplification pour l’électrolyseur : 
 
Dans nos travaux sur l’électrolyseur PEM, nous nous sommes beaucoup interrogés. A priori, 
la zone où le transport des protons peut rencontrer des difficultés reste, selon nous, également 
la zone A+ (couche active de l’électrode positive) car c’est le lieu de la consommation de 
l’eau. La loi à retenir devrait donc logiquement être du type : 
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(A1-88) 
 
 
Avec cette approche, une limitation diffusive des protons  pourra apparaître  si le coefficient 
de diffusion effectif  
  
    se dégrade avec une diminution de la quantité d’eau locale.  
 
Mais, au final, c’est la vision d’une limitation potentielle dans l’approvisionnement en 
« protons réactifs » que nous retiendrons ici, comme nous le faisons pour les autres espèces 
dans le chapitre I, et comme nous l’avons fait précédemment pour la pile à combustible : 
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(A1-89) 
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A.4. Loi de Butler-Volmer « globalisée » 
 
Les références sur lesquelles nous appuyons initialement sont [DIA-1996] et [LEF-2009]. 
 
A l’électrode négative, la loi Bulter-Volmer s’écrit en convention générateur : 
 
     
    
   
       
   
      
    
      
 
   
        
        
   
         
 
    
      
 
   (A1-90) 
 
 
A l’électrode positive, la loi Bulter-Volmer s’écrit en convention générateur : 
 
     
     
    
        
    
       
    
      
 
   
    
   
       
   
     
   
       
   
        
 
    
      
 
    
(A1-91) 
 
 
 
En fonctionnement pile à combustible (I > 0) : 
 
Sous l’hypothèse de Tafel (I>>  
 ), nous pouvons écrire : 
 
A l’électrode négative : 
     
    
   
       
   
      
    
      
 
   (A1-92) 
 
D’où : 
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(A1-93) 
 
 
A l’électrode positive : 
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D’où : 
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(A1-95) 
 
 
La totalisation s’écrit alors : 
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(A1-96) 
 
 
Si nous faisons l’hypothèse courante que les pertes d’activation pures à l’électrode négative 
sont négligeables devant celles de l’électrode positive, c’est-à-dire   
       
    , et que 
nous posons          , alors on obtient : 
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(A1-97) 
 
 
On obtiendra bien une chute de tension en faisant : 
 
                     
      
   (A1-98) 
 
 
 
En fonctionnement électrolyseur (I < 0) : 
 
Sous l’hypothèse de Tafel (|I| >>  
 ), nous pouvons écrire : 
 
A l’électrode négative : 
      
        
        
   
         
 
    
      
 
   (A1-99) 
 
D’où : 
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(A1-100) 
 
 
 
A l’électrode positive : 
     
     
    
        
    
       
    
      
 
    (A1-101) 
 
D’où : 
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(A1-102) 
 
 
La totalisation s’écrit alors : 
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(A1-103) 
 
 
Si nous faisons l’hypothèse courante que les pertes d’activation pures à l’électrode négative 
sont négligeables devant celles de l’électrode positive, c’est-à-dire    
        
      et que 
nous posons          , alors on obtient : 
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(A1-104) 
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On obtiendra bien une surtension en faisant : 
 
                     
      
   (A1-105) 
 
 
 
Notre objectif est de proposer une loi de Butler-Volmer « globalisée » compatible avec 
une approche où nous ne dissocions par la contribution des électrodes. Notre proposition 
revient à associer tous les réactifs d’un mode de fonctionnement à un terme exponentiel : 
 
    
   
   
       
   
     
   
       
   
     
   
       
   
        
   
      
   
    
    
        
    
     
   
        
   
         
 
   
       
(A1-106) 
 
 
Le premier terme correspond finalement au fonctionnement pile à combustible et le second 
terme au fonctionnement électrolyseur. 
 
En fonctionnement pile à combustible (I > 0) et avec l’hypothèse de Tafel (I>>  
   ), on 
obtient à partir de (A1-106) : 
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(A1-107) 
 
 
En fonctionnement électrolyseur (I < 0) et avec l’hypothèse de Tafel (|I|>>  
    ), on obtient à 
partir de (A1-106) : 
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(A1-108) 
 
  
 
Ces deux formules sont identiques respectivement à (A1-97) et (A1-104) si nous posons 
  
      
     et    
       
     .  
 
Concernant la validité des hypothèses           et          , ce n’est pas un réel 
problème puisque nous réaffecterons à chaque terme diffusif un nouveau coefficient      
   
que nous identifions expérimentalement. 
 
Réaffecter les coefficients liés aux termes de diffusion est en fait équivalent à affecter des 
non linéarités à la dépendance aux concentrations des différentes espèces comme 
suit par exemple : 
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(A1-109) 
 
 
En fonctionnement pile à combustible (I > 0) et avec l’hypothèse de Tafel (I>>  
   ), on 
obtient à partir de (A1-109) : 
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(A1-110) 
 
 
En posant : 
   
           
(A1-111) 
 
   
           
(A1-112) 
 
 
     
              (A1-113) 
 
 
En fonctionnement électrolyseur (I < 0) et avec l’hypothèse de Tafel (|I|>>  
    ), on obtient à 
partir de (A1-109) : 
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(A1-114) 
 
 
En posant : 
    
            
(A1-115) 
 
 
      
               (A1-116) 
 
 
 
En conclusion, nous avons réussi à obtenir avec (A1-109) une formulation « globalisée » 
de la loi de Bulter-Volmer. Les hypothèses sous-jacentes sont que les pertes d’activation 
à l’électrode négative sont négligeables devant celles de l’électrode positive et que le 
couplage activation « pure »/ transport des espèces est non linéaire. 
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Dans cette annexe nous déroulons toute la méthodologie élaborée dans le chapitre IV pour 
exploiter quantitativement la campagne de caractérisation à différentes températures pour une 
plage de densité de courant allant de 0 à 0,5 A/cm². Pour chaque température nous 
commencerons par une analyse multi spectres d’impédances puis injecterons les paramètres 
dans le modèle de la courbe de polarisation. Nous répéterons la méthode pour les quatre 
températures. 
Nous avons appliqués les grandes règles suivantes : 
 
 Le potentiel réversible sera calculé suivant la loi de Nernst pour chaque température 
 La valeur de la résistance électrique sera la valeur moyenne des identifications multi 
spectres 
 
Les courants limites seront pris, comme énoncé précédemment à des valeurs fixes : 
 
 IlimH+=IlimH+ à 0,1 A/cm² issu des spectroscopies d’impédances multi spectres 
 Ilimdiff=Ilimdiff à 0,5 A/cm² issu des spectroscopies d’impédances multi spectres 
 Ilimdiffle=Ilimdiffle à 0,5 A/cm² issu des spectroscopies d’impédances multi spectres 
 
Les paramètres I0 et In seront directement identifiés par le modèle de la courbe de polarisation. 
 
Toute l’étude sera faite en convention récepteur (I>0). 
B.1. Relevés à 40°C et 5 barg 
Sur la Figure B1-1 est présentée l’analyse multi spectres pour la température de 40°C et 5 
barg sur une plage de 0 à 0,5 A/cm². Le Tableau B1-1 et le tableau B1-2 donnent les 
paramètres identifiés. 
 
 
Figure B1-1 : Analyse multi spectres à 40°C et 5 barg 
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Tableau B1-1 : Paramètres fonction du courant identifiés 40°C 5 barg 
 
 
Tableau B1-2 : Paramètres identifiés 40°C 5 barg 
 
Le modèle proposé, comme attendu, donne de bons résultats. Nous injectons les paramètres 
dans le modèle de la courbe de polarisation.  
 
 
Figure B1-2 : Identification du modèle de polarisation avec les paramètres du multi 
spectres à 40°C et 5 barg 
 
J (A/cm²) 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5
Relec (Ω) 0,01240 0,01250 0,01250 0,01250 0,01250 0,01260 0,01270 0,01270 0,01270
Ilim H+ (A) 140,0 125,0 120,0 120,0 120,0 115,0 110,0 100,0 100,0
Ilim diff (A) 110,0 110,0 110,0 110,0 110,0 110,0 110,0 110,0 110,0
Ilim diffle (A) 150,0 150,0 150,0 120,0 110,0 60,0 52,0 40,0 32,0
b 0,63
Cdc (F) 1,50E+00
b diff 0,16
Cdiff (F) 5
bH+ 0,1
CH+ (F) 0,2
pne_act 0,86
pne_diff 1
pne_H+ 0,5
Lelec (H) 6,00E-09
bdiffle 0,1
Chdiffle (F) 1000
pne_diffle 3,00E-01
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Cette méthode donne de très bon résultat et nous sommes capables de prévoir le 
comportement de la courbe de polarisation avec les paramètres identifiés par l’analyse 
multispectres. 
Les paramètres I0 et In identifiés sont donnés dans le Erreur ! Source du renvoi introuvable. 
B1-3. 
 
I0 (A) In (A) 
5 E-7 0,02 
Tableau B1-3 : Identification de I0 et In à 40°C et 5 barg 
 
B.2. Relevés à 50°C et 5 barg 
Sur la Figure B2-1 est présentée l’analyse multi spectres pour la température de 50°C et 5 
barg sur une plage de 0 à 0.5 A/cm². Le Tableau B2-1 et le Tableau B2-2 donnent les 
paramètres identifiés. 
 
 
Figure B2-1 : Analyse multi spectres à 50°C et 5 barg 
 
 
Tableau B2-1 : Paramètres fonction du courant identifiés 50°C 5 barg 
 
J (A/cm²) 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5
Relec (Ω) 0,01120 0,01120 0,01130 0,01130 0,01130 0,01130 0,01140 0,01145 0,01150
Ilim H+ (A) 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
Ilim diff (A) 250,0 250,0 250,0 250,0 250,0 250,0 250,0 250,0 250,0
Ilim diffle (A) 90,0 90,0 90,0 90,0 90,0 90,0 90,0 90,0 90,0
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Tableau B2-2 : Paramètres identifiés 50°C 5 barg 
 
Le modèle proposé donne de bons résultats. Seul le coefficient de transfert et les paramètres 
fonctions du courant ont été ajustés. Nous injectons les paramètres dans le modèle de la 
courbe de polarisation.  
 
Figure B2-2 : Identification du modèle de polarisation avec les paramètres du 
multispectres à 50°C et 5 barg 
 
Cette méthode donne de très bons résultats et nous sommes capables de prévoir le 
comportement de la courbe de polarisation avec les paramètres identifiés par l’analyse multi 
spectres. 
Les paramètres I0 et In identifiés sont donnés dans le Tableau B2-3. 
 
 
 
b 0,78
Cdc (F) 1,50E+00
b diff 0,16
Cdiff (F) 5
bH+ 0,1
CH+ (F) 0,2
pne_act 0,86
pne_diff 1
pne_H+ 0,5
Lelec (H) 7,00E-09
bdiffle 0,1
Chdiffle (F) 1000
pne_diffle 3,00E-01
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I0 (A) In (A) 
1,5 E-7 0,02 
Tableau B2-3 : Identification de I0 et In à 50°C et 5 barg 
B.3. Relevés à 60°C et 5 barg 
Sur la Figure B3-1 est présentée l’analyse multi spectres pour la température de 60°C et 5 
barg sur une plage de 0 à 0.5 A/cm². Le Tableau B3-1 et le Tableau B3-2 donnent les 
paramètres identifiés. 
 
 
Figure B3-1 : Analyse multi spectres à 60°C et 5 barg 
 
 
Tableau B3-1 : Paramètres fonction du courant identifiés 60°C 5 barg 
 
J (A/cm²) 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5
Relec (Ω) 0,01040 0,01050 0,01052 0,01055 0,01055 0,01060 0,01063 0,01065 0,01065
Ilim H+ (A) 250,0 250,0 250,0 250,0 250,0 250,0 250,0 250,0 250,0
Ilim diff (A) 230,0 230,0 230,0 230,0 230,0 230,0 230,0 230,0 230,0
Ilim diffle (A) 120,0 120,0 120,0 120,0 120,0 120,0 120,0 120,0 120,0
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Tableau B3-2 : Paramètres identifiés 60°C 5 barg 
 
Le modèle proposé donne de bons résultats. Seuls les paramètres fonction du courant ont été 
ajustés. Nous injectons les paramètres dans le modèle de la courbe de polarisation.  
 
Figure B3-2 : Identification du modèle de polarisation avec les paramètres du multi 
spectres à 60°C et 5 barg 
 
Cette méthode donne de très bon résultat et nous sommes capables de prévoir le 
comportement de la courbe de polarisation avec les paramètres identifiés par l’analyse 
multispectres. 
Les paramètres I0 et In identifiés sont donnés dans le Tableau B3-3. 
 
 
b 0,78
Cdc (F) 1,50E+00
b diff 0,16
Cdiff (F) 5
bH+ 0,1
CH+ (F) 0,2
pne_act 0,86
pne_diff 1
pne_H+ 0,5
Lelec (H) 7,00E-09
bdiffle 0,1
Chdiffle (F) 1000
pne_diffle 3,00E-01
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I0 (A) In (A) 
1,7 E-7 0,01 
Tableau B3-3 : Identification de I0 et In à 60°C et 5 barg 
 
B.4. Relevés à 70°C et 5 barg 
Sur la Figure B4-1 est représentée l’analyse multi spectres pour la température de 60°C et 5 
barg sur une plage de 0 à 0,5 A/cm². Le tableau B4-1 et le Tableau B4-2 donnent les 
paramètres identifiés. 
 
 
Figure B4-1 : Analyse multispectres à 70°C et 5 barg 
 
 
Tableau B4-1 : Paramètres fonction du courant identifiés 70°C 5 barg 
 
J (A/cm²) 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5
Relec (Ω) 0,00968 0,00970 0,00970 0,00970 0,00970 0,00970 0,00970 0,00970 0,00970
Ilim H+ (A) 180,0 180,0 180,0 180,0 180,0 180,0 180,0 180,0 180,0
Ilim diff (A) 260,0 260,0 260,0 260,0 260,0 260,0 260,0 260,0 260,0
Ilim diffle (A) 140,0 140,0 140,0 140,0 140,0 140,0 140,0 140,0 140,0
ANNEXE B 
 
- 278 - 
 
 
Tableau B4-2 : Paramètres identifiés 70°C 5 barg 
 
Le modèle proposé donne de bons résultats. Seuls le coefficient de transfert et les paramètres 
fonctions du courant ont été ajustés. Nous injectons les paramètres dans le modèle de la 
courbe de polarisation.  
 
Figure B4-2 : Identification du modèle de polarisation avec les paramètres du multi 
spectres à 70°C et 5 barg 
 
Cette méthode donne de très bons résultats et nous sommes capables de prévoir le 
comportement de la courbe de polarisation avec les paramètres identifiés par l’analyse multi 
spectres. 
Les paramètres I0 et In identifiés sont donnés dans le Tableau B4-3. 
 
I0 (A) In (A) 
1,3 E-7 0,015 
Tableau B4-3 : Identification de I0 et In à 70°C et 5 barg
b 0,85
Cdc (F) 1,50E+00
b diff 0,16
Cdiff (F) 5
bH+ 0,1
CH+ (F) 0,2
pne_act 0,86
pne_diff 1
pne_H+ 0,5
Lelec (H) 8,50E-09
bdiffle 0,1
Chdiffle (F) 1000
pne_diffle 3,00E-01
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